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Рассматривается усовершенствованный вариант алгоритма, реализующего метод пропорциональной на-
вигации для наведения зенитных управляемых ракет в ограниченном секторе углового сопровождения, связан-
ного с линией визирования аэробаллистической цели и обеспечивающие устойчивое наведение ракеты с макси-
мальными углами упреждения, не превышающих предельно допустимых. Приводятся аналитические выраже-
ния,  описывающие  алгоритм  формирования  команд  управления  и  сигналов  коррекции,  адаптивных  к 
параметрам движения, реализующий сопровождение и наведение ракеты в широком диапазоне дальностей, 
высот и скоростей движения объекта перехвата. Представлены результаты математического моделирова-
ния задачи пространственного перехвата аэробаллистической цели, а также сравнительный анализ и пред-
варительная оценка точности наведения существующих классических и модифицированных вариантов мето-
да пропорциональной навигации.
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Введение
Большинство современных алгоритмов 
управления ракетами (зенитными, авиацион­
ными, противоракетными, противоспутнико­
выми, противокорабельными и др.), предна­
значенных для поражения различного класса 
целей, базируются на различных вариантах 
метода пропорциональной навигации (МПН), 
как частном случае метода наведения в факти­
ческую (мгновенную) точку встречи.
Согласно данному методу, кинематические 
нормальные ускорения ракеты должны быть про­
порциональны угловой скорости вращения (УСВ) 
линии визирования (ЛВ) ракета – цель. В вектор­
ной форме выражение для заданных ускорений 
ракеты в общем виде имеет следующий вид:
        (1)
где ( )0  Tp py pzW W=W  – вектор управляющих 
ускорений ракеты в проекциях на оси системы 
координат (СК), связанной с ЛВ ракета – цель; 
 – вектор УСВ ЛВ ракета – 
цель в проекциях на оси СК, связанной с ЛВ; 
2 1D = D = −v r v v  – вектор разности скоростей 
сближения ракеты 1v  и цели 2v ; 2 1D = −r r r  – 
вектор разности декартовых координат ракеты 
1r  и цели 2r ; ( )0 1 2 1 2, , ,N f= r r v v  – навигаци­
онный параметр, зависящий от параметров 
движения цели и ракеты, находящийся в пре­
делах ] ]0 2;10N ∈ .
Основными достоинствами разновидности 
МПН, используемого в зенитных управляемых 
ракетах (ЗУР) применительно к задаче пере­
хвата скоростных и маневрирующих аэробал­
листических целей, являются:
−	возможность реализации обстрела с про­
извольного ракурса, как в переднюю, так и за­
днюю полусферу атаки;
−	формирование траектории наведения, обе­
спечивающей наведение на прямолинейно ле­
тящую цель с минимальными перегрузками;
−	слабая чувствительность метода к вели­
чине флуктуационной ошибки измерения угло­
вых координат цели (в отличие от трехточеч­
ных методов телеуправления).
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Вместе с тем, существует ряд особенно­
стей данного метода, снижающие в некоторых 
тактических ситуациях его эффективность:
−	высокая чувствительность МПН к некон­
тролируемым случайным внешним возмуще­
ниям по нормальным ускорениям (например, 
непредвиденный маневр цели), зависящая от 
величины навигационного параметра метода;
−	увеличение кривизны траектории при от­
сутствии сигналов компенсации систематиче­
ских возмущающих воздействий (ускорение 
свободного падения, продольное ускорение ра­
кеты);
−	значительные углы упреждения ракеты 
относительно линии визирования (ЛВ) цели, 
движущейся с большими угловыми скоростя­
ми относительно станции наведения ракет 
(СНР), достигающие на начальном участке 
траектории величины (30…40) градусов.
Впервые МПН в современной формули­
ровке был предложен в [1, 2] применительно 
к задаче наведения управляемых ракет. Для 
простейших моделей перехвата (без учета свя­
зи каналов наведения, многомерности и нели­
нейности уравнений кинематики относитель­
ного движения) были получены аналитические 
соотношения, позволяющие выполнять анализ 
динамических свойств закона управления в иде­
альных условиях.
Дальнейшему развитию теории МПН по­
священы работы [3–5], где было получены 
уравнения обобщенных методов самонаведе­
ния, обеспечивающих движение авиационной 
управляемой ракеты в фактическую точку 
встречи с маневрирующей целью при мини­
мальных затратах энергии, исследованы свой­
ства МПН в зависимости от аэродинамической 
компоновки ракеты, ее аэродинамического ка­
чества и угла упреждения, а также приближен­
но исследована динамика линейной и нелиней­
ной одноканальной системы самонаведения.
В работах [6, 7, 8] для случая плоского пе­
рехвата цели в линейном приближении полу­
чены типовые законы оптимального управле­
ния при различных формах квадратичного 
функционала качества, в том числе – с учетом 
стохастического характера ускорения манев­
рирующей цели. При этом алгоритм расчета 
управляющих ускорений, в зависимости от ис­
пользуемого критерия оптимальности, может 
принимать следующий вид [6, 7, 8]:
 
 
(2)
где  – ширина спектра флуктуаций 
нормальных ускорений цели;  – вектор 
ускорений цели; kg  – коэффициент штрафа на 
величину промаха в точке встречи, имеющий 
размерность 2c− ; t  – время, оставшееся до 
момента встречи ракеты с целью (подлетное 
время).
Современные исследования в данном на­
правлении посвящены синтезу законов наведе­
ния, позволяющих более полно использовать 
априорную статистическую информацию для 
прогнозирования динамики относительного 
движения и параметров встречи с целью, адап­
тации параметров МПН к условиям перехвата.
Например, в работе [9] для повышения 
точности наведения и снижения величины по­
требных перегрузок предлагается прогнозиро­
вать координаты точки встречи, а также ис­
пользовать комбинацию метода погони (наве­
дения с нулевым упреждением) на начальном 
участке и классического МПН – на оставшей­
ся части траектории:
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где Q(t) – вектор текущей прогнозируемой 
дальности до упрежденной точки встречи с це­
лью; 0 0 0  x y zl l l  – ортонормированные вектора, 
определяющие оси сопровождающего триэдра 
СК ЛВ.
Величина Q(t) при постоянном относительном 
ускорении цели 2 1D = −a a a , где 1 2,a a  – оценка 
вектора ускорений ракеты и цели в СК ЛВ, может 
быть определена из условия ( ) ( )ˆ ˆ 0D t ⋅D t =r v  
в виде решения квадратного уравнения:
 
(4)
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Для случая Da = 0 выражение (4) упростит­
ся и примет вид:
(5)
Проектируя компоненты вектора Q из вы­
ражения (3) на оси СК ЛВ, получим:
  (6)
где M3 – матрица связи СК ЛВ и СК, связан­
ной со строительными осями ЗУР (СвСК).
В работе [10] в рамках линейной квадра­
тично – гауссовской задачи с учетом инерци­
онности ЗУР получены соотношения для оп­
тимального закона перехвата маневрирую­
щей цели на основе одноканальных моделей 
2…4­го порядков в декартовой СК примени­
тельно к задаче наведения противоракеты се­
мейства «Стандарт» RIM­161A (SM­3 Block I), 
предназначенной для уничтожения воздуш­
ных целей, в том числе баллистических ра­
кет и боеголовок на заатмосферных высотах, 
а также спутников на высотах до 250 км. 
При синтезе введено допущение об отсут­
ствии связи каналов, стационарности систе­
мы управления, а также известных оценках 
фактических ускорений ракеты и цели в СК 
ЛВ [10]:
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где Tp – постоянная времени ракеты при ап­
проксимации ее передаточной функции апери­
одическим звеном (как правило, Tp может из­
меняться в процессе наведения); a1, a2 – век­
тор текущих (измеренных) ускорений ракеты 
и цели соответственно; b – коэффициент штра­
фа за промах на конечном участке наведения.
В работе [11] методами синергетической 
теории оптимального управления получены 
в замкнутой форме аналитические выражения, 
реализующие оптимальный закон перехвата 
цели на основе многомерной нелинейной мно­
госвязной модели кинематики относительного 
перемещения ракеты и цели, учитывающий ус­
корения маневра цели и текущие ускорения ЗУР.
Все перечисленные закона оптимального 
перехвата в рамках используемых моделей 
дают приемлемые для практической реализа­
ции алгоритмическую сложность и вычисли­
тельные затраты в предположении отсутствия 
ограничений, налагаемых на фазовые коорди­
наты, используемые для формирования команд 
управления. Общим недостатком полученных 
законов наведения [3, 6, 9, 11] является то, они 
не позволяют учесть технические ограничения 
проектируемой системы управления (в том 
числе – ограничения по нормальным ускоре­
ниям и угловым скоростям вращения, а также 
угловые ограничения секторов захвата и со­
провождения ракеты).
Кроме того, в указанных работах не в пол­
ной мере исследована задача компенсации не­
контролируемых возмущений, приводящих к ро­
сту потребных ускорений ракеты в процессе 
наведения. Особую актуальность данная про­
блема приобретает в условиях ограниченных 
запасов располагаемых ускорений ракеты при 
больших значениях навигационного коэффи­
циента МПН, в том числе – при совершении 
целью противоракетного маневра.
В работе [11] сделана попытка учесть не­
линейный и многомерный характер полной 
модели относительного движения материаль­
ных точек (цели и ракеты), в том числе – огра­
ничения на фазовые координаты (нормальные 
ускорения), налагаемые конкретной техниче­
ской реализацией системы. Однако полученные 
соотношения требуют введения дополнитель­
ных фильтров оценивания для фазовых коор­
динат, недоступных непосредственному на­
блюдению при реализации управления через 
СНР, а не с борта ЗУР с использованием ради­
олокационной или оптической головки само­
наведения (ГСН).
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Необходимость адаптация к ограничениям 
на сектор углового сопровождения ракеты при 
использовании методов синергетической тео­
рии управления приводит к необходимости до­
полнительного учета кинематики перемеще­
ния ракеты относительно СНР. Это влечет за 
собой двукратный рост размерности системы 
уравнений, описывающих нелинейную много­
связную динамическую систему в относитель­
ном и абсолютном движении. Причем, число 
взаимозависимых каналов управления увели­
чивается с двух до четырех, а исходная модель 
будет описываться системой нелинейных диф­
ференциальных уравнений размерностью 12.
Дополнительно необходимо вводить четы­
ре промежуточных фазовых координаты для 
учета ограничений – для азимута и угла места, 
а также нормальных ускорений ЗУР. При этом 
общее число нелинейных дифференциальных 
уравнений возрастает до 16.
Кроме того, необходимо будет учитывать 
алгебраические уравнения связи с помощью 
матриц Эйлера – Крылова между несколькими 
системами координат – измерительной (свя­
занной с линией визирования СНР – ЗУР) и от­
носительной (связанной с линией визирования 
ЗУР – цель).
В качестве иллюстративного примера на 
рис. 1 приведена геометрия взаимного переме­
щения ракеты и цели, а также системы коорди­
нат, используемые при получении уравнений 
относительного и абсолютного движения ра­
кеты и цели. Введены следующие обозначе­
ния осей сопровождающих (динамических) 
и статических ортонормированных триэдров, 
связанных с полюсами соответствующих ди­
намических объектов (СНР, ракеты и цели), 
взаимное положение которых характеризуется 
следующими ортами рассматриваемых СК:
, ,x y zl l l  – орты СК, связанной с фиксиро­
ванной точкой визирования ракеты и цели, на­
ходящейся на земле (как правило, полюс дан­
ной СК определяется точкой стояния СНР); 
0 0 0, ,x y zl l l  – орты СК, связанной с ЛВ, харак­
теризующие положение соответствующих осей 
данной СК; 1 1 1, ,x y zl l l  – орты СвСК, характе­
ризующий положение продольной и попереч­
ных осей (орт 1xl  и вектор скорости ракеты 
можно считать коллинеарными в предположе­
нии о малости углов атаки и скольжения раке­
ты); 1 1 1, ,x y zn n n  – орты осей измерительной 
системы координат (ИСК–1), связанной с ЛВ 
ЗУР; 2 2 2, ,x y zn n n  – орты осей измерительной 
системы координат (ИСК–2), связанной с ЛВ 
цели; 1 1 2 2,= =r x r x  – вектор радиальной даль­
ности ракеты и цели соответственно; 1v  – век­
тор скорости ракеты; 2v  – вектор скорости 
цели; 12D =v v  – вектор относительной скоро­
сти сближения ракета – цель (на рисунке не при­
веден).
Рис. 1. Геометрия взаимного перемещения ракеты и цели, используемая для получения кинематических уравнений
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Сопровождающий ортонормированный три­
эдр СК ЛВ характеризуется тремя ортами, ко­
торые связаны соотношениями вида:
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Аналогичные соотношения связывают орты 
сопровождающих триэдров остальных дина­
мических СК (например, СвСК ракеты и цели).
В качестве примера ниже приведен один из 
вариантов исходной нелинейной модели пере­
хвата для синтеза методом АКАР, учитываю­
щей действующие технические ограничения 
на сектор сопровождения ракеты.
Уравнения относительного движения ЗУР:
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Уравнения движения ЗУР относительно СНР:
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где ( )2 2 2 2, ,Θ = θ ϕ g  – углы ориентации ЛВ
БПЛА – цель в декартовой СК, связанной 
с точкой расположения РЛС наведения БПЛА 
(РЛСН); ( )2 2 2 2  Tx y zW W W=W  – компоненты 
вектора линейных (продольных и нормаль­
ных) ускорений ракеты в системе координат, 
связанной с ЛВ (СК ЛВ) ракета – цель; 
– компоненты вектора 
УСВ ЛВ ЗУР – цель в СК ЛВ РЦ; ,D D  – от­
носительная дальность и скорость сближения 
ракета – цель; 1p pT
−α =  – коэффициент, опре­
деляющий инерционные свойства неизменной 
части объекта управления; pT  – постоянная 
времени звена, аппроксимирующего динами­
ческие свойства ЗУР; ,y zU U  – сигналы (ко­
манды) управления на выходе регулятора; 
 
– вектор оценок нормаль­
ных ускорений цели, полученных в следящем 
фильтре оценивания параметров движения 
цели;   – 
относительные управляющие нормальные уско­
рения ЗУР; , ,j j jε β ρ  – угол места, азимут и ра­
диальная дальность БПЛА (цели) относитель­
но наземной РЛС; jρ  – радиальная скорость 
ЗУР (цели); ,yj zjω ω  – УСВ ЛВ СНР – ЗУР 
(цель) в проекциях на оси измерительной СК, 
продольная ось которой связана с ЛВ; ,yj zjW W  – 
нормальные ускорения ЗУР (цели) в проекци­
ях на оси станционной (измерительной) СК 
(СтСК); ,yj zjW W  – команды управления ЗУР 
(задающие нормальные ускорения цели) на 
входе фильтра, моделирующего запаздывание 
в контуре управления ЗУР (динамику маневра 
цели); ( )0,1j∈  – подстрочный индекс пере­
менных состояний: 0 – ЗУР, 1 – цель.
Решение данной задачи возможно в насто­
ящее время исключительно с привлечением 
положения теории аналитического конструи­
рования агрегированных регуляторов [12, 13]. 
Однако сложность полученных аналитических 
соотношений и прогнозируемые трудозатраты 
на исследование полученных законов метода­
ми статистического моделирования могут ни­
велировать ожидаемый выигрыш от учета тех­
нических и технологических нелинейностей 
(ограничений).
Приведенный ниже материал является по­
пыткой найти компромисс между строгостью, 
завершенностью научных результатов и прак­
тичностью, лаконичностью и прагматичностью 
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инженерной интерпретации в процессе разра­
ботке и практической реализации алгоритмов 
наведения ракет с учетом реальных техниче­
ских характеристик неизменной (заданной) ча­
сти контура управления.
Постановка задачи
Сектор сопровождения ЗУР в картинной 
плоскости представлен на рис. 2. Сечения сек­
тора сопровождения образовано пересечением 
диаграмм направленности антенн (ДНА) стан­
ции сопровождения цели неподвижным лучом 
(ССЦ), станции сопровождения ракеты и цели 
с линейным сканированием (ССРЦ) и станции 
передачи команд (СПК) узкого и широкого 
луча (УЛ и ШЛ) с плоскостью, ортогональной 
оптической оси антенн (ЛВ цели). Угловые раз­
меры соответствующих секторов, а также обо­
значения антенн приедены на рисунке.
Задача заключается формировании управ­
ляющих команд таким образом, чтобы обеспе­
чить удержании ракеты в пределах сектора 
сканирования ССРЦ, образованного следом от 
перемещающихся в пространстве главных лу­
чей ДНА с размерами по угловым координа­
там ( )1 2 13 13DΦ ×DΦ = × ° .
Из рисунка можно определить, что угловые 
размеры сектора сопровождения относительно 
ЛВ цели составляют величину
 ( ) ( )1 2 4...9 9...4 .DΦ ×DΦ = − °× − °   (10)
При этом должно быть обеспечено выполне­
ние следующих требований к методу наведения:
−	угловое упреждение (отставание) ракеты 
относительно ЛВ цели не должно превышать 
указанных выше значений;
−	величина флуктуационных и кинемати­
ческих нормальных ускорений (величины УСВ 
 
Рис. 2. Сектор углового сопровождения ракет в картинной плоскости, ортогональной ЛВ СНР – цель
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ЛВ РЦ) в процессе наведения должна быть ми­
нимальна (либо обеспечивать требуемую вели­
чину скорости ЗУР в точке встречи);
−	величина мгновенного линейного прома­
ха и скорости его изменения в точке встречи 
не должны превышать допустимых значений, 
определяемых характеристиками боевой бое­
вого снаряжения ракеты.
Выполнение первого и последнего требо­
ваний является безусловным, так как выход 
ЗУР за пределы сектора сопровождения приве­
дет к потере ответного сигнала и срыву про­
цесса наведения.
Нулевые значения промаха и его произво­
дной в точке встречи обеспечивается соответ­
ствующим выбором коэффициентов штрафа 
при фазовых координатах.
Второе требование обусловлено тем, что 
величина потребных нормальных ускорений 
ракеты зависит не только от неконтролируемых 
внешних ускорений (ускорения маневра, сво­
бодного падения, продольного ускорения ЗУР), 
но и от значения навигационного коэффициента, 
которая выражается следующим образом [17]:
 
 (11)
где D, D1 – текущая дальность и дальность на­
чала маневра цели соответственно; Wц – уско­
рения маневра цели.
При ограничении ускорений ракеты будет 
происходить неконтролируемый рост промаха h, 
величина которого с приемлемой для практики 
точностью определяется как [17]:
 
  (12)
где Wр   – максимальные ускорения, развивае­
мые ракетой; Wmр – требуемые для наведения 
МПН ускорения ракеты; D  – относительная 
скорость сближения ракеты и цели.
Математическая формулировка указанных 
выше технических требований записывается 
в виде:
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Dϕ +∫
  (13)
где h, V – соответственно линейных промах 
и скорость его изменения в точке встречи; 
F (Dϕ)	 – нелинейная функция сигнала Dϕ 
углового рассогласования ракета – цель в кар­
тинной плоскости; ( )pW t  – нормальное уско­
рение ракеты; , , ,h v wC C C Cϕ  – весовые коэф­
фициенты штрафов на текущее и конечное 
рассогласование и величину сигнала управле­
ния; T – время наведения  ракеты.
Синтез оптимального закона перехвата ва­
риационными методами приводит к необходи­
мости решения двухточечной краевой задачи 
(ДТКЗ) в процессе наведения в реальном мас­
штабе времени. Использование методов синер­
гетической теории управления, как было отме­
чено выше, хоть и позволяет получить оптималь­
ное решение для задачи перехвата в замкнутой 
алгебраической форме, однако громоздкость 
аналитических выражений и объем требуемых 
вычислений для оценки фазовых координат, 
наряду со сложностью получения методики для 
практического анализа точности и динамиче­
ских свойств, существенно снижает приклад­
ную ценность результатов синтеза.
Исходя из вышеизложенного, рассмотрим 
инженерный метод решения задачи синтеза 
метода наведения, который предполагает ис­
пользование эвристического подхода1 для обе­
спечения перечисленных выше технических 
требований с учетом структурных ограниче­
ний [14]. Перечислим возможные варианты ре­
шения задачи наведения ЗУР в условиях огра­
ниченного сектора сопровождения:
−	формирование дополнительных (наряду 
с сигналами компенсации продольного ускоре­
ния, сил тяжести и маневра цели) корректиру­
ющих сигналов в контуре оценки УСВ ЛВ РЦ, 
зависящих от текущего углового упреждения 
1 Алгоритм решения задачи, включающий практиче-
ский метод, не являющийся гарантированно точным или 
оптимальным, но достаточный для решения поставлен-
ной задачи. Позволяет ускорить решение задачи в тех 
случаях, когда точное решение не может быть найдено. 
Эвристический алгоритм – это алгоритм решения зада-
чи, правильность которого для всех возможных случаев 
не доказана, но про который известно, что он даёт доста-
точно хорошее решение в большинстве случаев. В дей-
ствительности может быть даже известно (то есть дока-
зано) то, что эвристический алгоритм формально неве-
рен. Его всё равно можно применять, если при этом он 
даёт неверный результат только в отдельных, достаточно 
редких и хорошо выделяемых случаях или же даёт неточ-
ный, но всё же приемлемый результат. Проще говоря, эв-
ристика – это не полностью математически обоснован-
ный (или даже «не совсем корректный»), но при этом 
практически полезный алгоритм.
Управление техническими объектами  35
4, 2018 СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ПРИКЛАДНАЯ ИНФОРМАТИКА
относительно ЛВ СНР – цель, на основе про­
стейшие схем регулирования, например, нели­
нейных модификаций классического пропор­
ционально – интегрального – дифференциру­
ющего (ПИД) регулятора;
−	расчет кинематической (заданной) УСВ 
ЛВ РЦ по расчетным кинематическим угло­
вым координатам ЗУР с последующим срав­
нением заданной и фактической УСВ ЛВ РЦ 
и плавным переходом на классический МПН;
−	комбинированное управление за счет 
плавного сопряжения траекторий трехточеч­
ных (полное или частичное спрямление траек­
тории, метод параллельного сближения) и двух­
точечных методов наведения (например, МПН);
−	комбинированное управление с исполь­
зованием наведения с постоянным (перемен­
ным) углом упреждения (метод погони) на на­
чальном участке и МПН – на конечном участке;
−	использование переменного навигацион­
ного коэффициента в выражениях для МПН, 
адаптивного к прогнозируемым параметрам 
встречи, позволяющего опосредованно управ­
лять величиной углового упреждения;
−	использование упрощенной эталонной мо­
дели движения ракеты для прогнозирования 
и предварительной оценке максимальных углов 
упреждения с целью последующей коррекции 
параметров МПН (навигационного коэффици­
ента или сигнала компенсации);
−	комбинация двух или более перечислен­
ных способов на различных этапах наведения.
Ввиду ограниченного объема публикации 
из всего перечня эвристических приемов огра­
ничимся детальным рассмотрением подхода, 
основанного на использование отдельного кон­
тура коррекции по сигналам углового рассо­
гласования совместно с адаптацией навигаци­
онного коэффициента к параметрам наведения.
Модификация МПН для ограниченного 
сектора углового сопровождения ЗУР
Геометрия задачи пространственного наве­
дения ракеты на цель представлена на рисун­
ке 2. Обозначения осей сопровождающих (ди­
намических) и статических ортонормирован­
ных триэдров, связанных с полюсами соответ­
ствующих объектов (СНР, ракеты и цели), со­
ответствуют приведенным ранее.
Общее выражение для модифицированно­
го МПН с использованием контура коррекции 
в общем случае имеет следующий вид (для 
вертикального канала наведения):
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Рис. 3. Системы координат, используемые при рассмотрении взаимного перемещения ракеты и цели
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где Ny (t) = f (t, t, Ωz, ϖz)  – навигационный ко­
эффициент, зависящий от полетного времени, 
остатка времени до встречи, угловой скорости  
Ωz и углового ускорения ϖz вращения ЛВ СНР – 
цель в точке встречи (характеризует динами­
ческую напряженность траектории); ( )D t  – 
скорость сближения ракета – цель; zDω  – по­
правка по УСВ zω  на выходе корректирующе­
го устройства на основе модифицированного 
нелинейного ПИД – регулятора; zk  – норми­
ровочный коэффициент функции ( )tanh x  для 
плавного ограничения; kωα  – коэффициент 
сходимости сглаживающего фильтра на выходе 
ограничителя ПИД – регулятора; , ,d p ik k kω ω ω  – 
коэффициенты дифференцирующего, пропор­
ционального и интегрирующего каналов кор­
рекции по УСВ ЛВ; ,z zDϕ Dζ  – переменные 
состояния ПИД – регулятора; zjDω  – коррек­
тирующая поправка по УСВ, обусловленная 
воздействием j­го внешнего возмущающего 
ускорения; ( )zf Dϕ  – функция, обеспечиваю­
щая быстрый рост сигнала ошибки от входно­
го рассогласования.
Функциональная зависимость навигацион­
ного параметра Ny  (t, t, Ωz, ϖz) подбирается на 
основе математического моделирования. Диапа­
зон изменения параметра составляет ( )1...6yN ∈  
в зависимости от прогнозируемых условий 
встречи. Одна из типовых зависимостей при­
ведена ниже:
( ) ( ) ( ) ( )( )
0
0, , exp ,y z y z y z
t t
N t N N
t
 −
t Ω = Ω +D Ω −  D t 
где ( )0 2y zN Ω =  – начальное значение навига­
ционного коэффициента (реализуется метод 
наведения с постоянным пеленгом); ( )y zND Ω  – 
приращения параметра за время наведения; 
( )tD t  – постоянная времени, зависящая от те­
кущего значения подлетного времени t и опре­
деляющая время достижения коэффициентом 
Ny  установившегося значения.
 
( ) 00 0
0
th ,t t t
 t − t
D t = D + δ  
δt 
  (15)
где 0tD  – минимальное начальное значение 
постоянной времени; 0δt  – величина, опреде­
ляющая время нарастания параметра ( )tD t  от 
минимального до максимального значения; 
0tδ  – приращение величины ( )tD t .
Структурная схема нелинейного ПИД­регу­
лятора приведена на рис. 4. Назначение функ­
ционального преобразователя f (Dϕ) на входе 
ПИД – регулятора:
−	 обеспечение нелинейной зависимости 
крутизны преобразования от величины вход­
ного сигнала ошибки Dϕ ;
−	 плавное включение – выключение цепи 
коррекции при достижении граничного значе­
ния ( )0Dϕ Dϕ ;
−	 исключение случайной коммутации (дре­
безга) сигнала рассогласования вблизи гранич­
ного значения.
Назначение ограничителя сигнала ошибки 
на входе интегрирующей цепи – контролируе­
мое увеличение сигнала регулирования по со­
ответствующей компоненте выходного сигнала.
Назначение ограничителя с обратной свя­
зью на выходе ПИД­регулятора – предотвраще­
ние насыщения выходного сигнала при боль­
ших величинах сигнала рассогласования на 
входе и уменьшение времени выхода из зоны 
ограничения.
Рис. 4. Структурная схема нелинейного ПИД – регулятора канала коррекции углового упреждения
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Типовые функции могут использовать зоны 
нечувствительности для плавного ввода сигна­
ла ошибки в контур коррекции:
( )
0
0 0
0
( )sign( )
,0, tg ,
f Dϕ =
  Dϕ−Dϕ Dϕ Dϕ
Dϕ<Dϕ ϕ   ϕ  

 
или 
( )
( )
3
0 0
0
,0, ( )sign( ) ,
j
j
j
f
=
Dϕ =
 
Dϕ <Dϕ κ Dϕ−Dϕ Dϕ Dϕ  
 
∑ 
где ( )0Dϕ Dϕ  – смещение гистерезисного типа 
относительно нулевого значения сигнала рас­
согласования, при котором включается нели­
нейный контур коррекции; jκ  – постоянные 
полиномиальные коэффициенты.
Рассмотрим возможные варианты поэтап­
ного расчета управляющих ускорений ЗУР. Пер­
вый вариант представляет собой векторную 
форму алгоритма расчета УСВ в проекциях на 
оси СК ЛВ и описывается следующими выра­
жениями:
 (16)
где  – корректирующая поправка для пре­
дотвращения выхода ЗУР за пределы сектора 
сопровождения;  – компенсирующие по­
правки к фактической УСВ ЛВ, обусловленные 
возмущающим воздействием внешних ускоре­
ний; 2 1D = −x x x  – разность координат цели 
и ракеты в проекциях на оси земной системы 
координат (ЗСК); 2 1D = −v v v  – разность про­
изводных координат цели и ракеты в проекци­
ях на оси ЗСК; ( )2 2 2 2,= θ ϕM M  – матрица 
перехода от ЗСК к СК ЛВ, зависящая от углов 
ориентации ЛВ в ЗСК ( )2 2,θ ϕ ; jDW  – по­
правки для компенсации возмущающего воз­
действием внешних неконтролируемых уско­
рений; D = Dv  – модуль вектора скорости 
сближения; kwd, kwp, kwi – коэффициенты диф­
ференцирующего, пропорционального и инте­
грирующего каналов коррекции по нормаль­
ным ускорениям; ( ),y zDϕ Dϕf  – векторная 
функция нелинейного преобразователя на вхо­
де ПИД­регулятора;  – век­
торная функция векторного аргумента гипер­
болический тангенс.
Управляющие нормальные ускорения опре­
деляются следующим образом:
 
(17)
где  – матрица перехо­
да от СК ЛВ к СвСК, зависящая от углов ори­
ентации ЗУР в СК ЛВ , полу­
ченных с учетом пространственного крена ра­
кеты при условии идеальной работы системы 
стабилизации; ( ) ( )0 2...10N t ∈  – навигацион­
ный коэффициент, зависящий от текущих ус­
ловий наведения и прогнозируемых параме­
тров встречи; ( )1 1 1 1 1, ,= υ ψ ζM M  – матрица 
перехода от ЗСК к СвСК, характеризующаяся 
углами тангажа 1υ , рыскания 1ψ  и крена 1ζ  
ЗУР; 0 0,ε β  – угол места и азимут цели в СвСК 
ЗУР (углы относительного пеленга).
Альтернативный вариант оценки управля­
ющих ускорений в СвСК выглядит следующим 
образом:
(18)
где , ,wd wp wik k k  – коэффициенты дифференци­
рующего, пропорционального и интегрирую­
щего каналов коррекции по нормальному уско­
рению.
Методика расчета компенсирующих (кор­
ректирующих) сигналов по нормальным уско­
рениям 0 jDW  будет рассмотрена в следующем 
параграфе.
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Формирование корректирующих сигналов
В процессе наведения на ракету, помимо 
управляющих нормальных ускорений в СК ЛВ, 
действуют следующие задающие и возмущаю­
щие ускорения:
−	вектор продольного ускорения ЗУР 1xW , 
обусловленного переменной величиной тяги 
двигателя и высотным градиентом параметров 
атмосферы;
−	вектор ускорения свободного падения g 
в заданной точке пространства;
−	вектор ускорения цели tW , вызванный 
случайным маневром.
С целью компенсации указанных возмуща­
ющих воздействий необходимо сформировать 
соответствующие сигналы компенсации. Для 
этого обобщим частную методику расчета век­
тора управляющих ускорений, изложенную 
в [10, 17]. Запишем в векторной форме уравне­
ния для оценки ускорений, действующих на 
ЗУР:
 1 0 2
,xρ ρ= + + +W W W G W  (19)
где ( )1 1 0 0  
T
x xW=W  – вектор продольного 
ускорения ЗУР; ρW  – вектор фактических нор­
мальных ускорений ЗУР в СК ЛВ; 0G  – век­
тор ускорения силы тяжести; 2W  – вектор 
ускорения маневра цели.
Необходимо отметить, что расчет оценки 
вектора нормальных ускорений цели 2W  явля­
ется отдельной нетривиальной и специфиче­
ской задачей, к рассмотрению которой мы вер­
немся в дальнейших публикациях.
Вектор полных ускорений ЗУР в проекци­
ях на оси СК ЛВ запишется следующим обра­
зом:
 1 0 2 0 3 0x y zk k kρ = + +W l l l  (20)
где 1 3...k k  – неопределенные коэффициенты, 
подлежащие определению
Введем векторные ограничения, которые 
формулируются следующим образом:
−	проекция на продольную ось ЗУР резуль­
тирующего вектора ускорений равна величине 
собственного продольного ускорения ЗУР;
−	проекция на нормальные к ЛВ оси СК 
результирующего вектора ускорений ЗУР 
определяется соответствующими величинами 
кинематических (заданных) ускорений.
Ограничения в аналитической форме при­
мут следующий вид:
 
( )
( )
1 1
0 0 0 0
0 0 0 0
,
,
x x
y y z
z z y
W
W N t D
W N t D
ρ
ρ
ρ
=
= = + ω
= = − ω
W l
W l
W l


  
(21)
Подставив (20) в (21) и выполнив необхо­
димые преобразования, получим:
( )
1 1 0
1 0 1
0 0 0 0 0 2 2
0 1
,
,Tx x x
x x
W
ρ ρ
ρ
=
 −
= + − − 
 
W M W
W l
W W l M G N W
l l
  (22)
где ( )0 0 0 0  Tx y zW W Wρ ρ ρ ρ=W  – вектор ускоре­
ний ЗУР в проекциях на оси СК ЛВ с учетом 
компенсации возмущающих (внешних) уско­
рений; ( )0 0 00  Ty zW W=W  – вектор кинемати­
ческих ускорений в СК ЛВ; ( )0 0 0 -9.81 
T=G  
– вектор ускорения свободного падения в ЗСК, 
связанной с точкой стояния СНР; 0M  – матри­
ца перехода из ЗСК в СК ЛВ, характеризующа­
яся вертикальным 0θ  и горизонтальным 0ϕ  
углами ориентации ЛВ РЦ; 2N  – матрица пе­
рехода от измерительной СК (ИСК) цели к ЗСК 
и характеризующаяся углами места и азимута 
2 2,ε β ; 0 1x xl l  – произведение определяется 
первым диагональным элементом матрицы пе­
рехода от СК ЛВ к СвСК.
Полученные аналитические соотношения 
являются обобщением методики оценки команд 
управления ЗУР, изложенного в [10], и не учи­
тывающего воздействие гравитационного уско­
рения и ускорения маневра цели.
Метод расчета результирующих управляю­
щих ускорений, основанный на прямой ком­
пенсации ускорений без учета ограничения 
1 1x xWρ =W l  и предполагающий компенсацию 
возмущающих нормальных ускорений в СК ЛВ, 
приводит к следующему результату:
     
(23)
где  – матрица перехода от СК ЛВ 
к СВСК, зависящая от вектора углов ; Oj – 
единичная матрица размером 3×3 с нулевым 
j­м диагональным элементом; 0DW  – вектор 
ускорений, компенсирующих возмущающее воз­
действие внешних ускорений.
Моделирование показывает, что второй ва­
риант расчета ускорений ЗУР дает некоторый 
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выигрыш для типовых траекторий наведения 
(с точки зрения минимизации промаха). Замет­
ные преимущества появляются лишь при об­
стреле интенсивно маневрирующих целей, а 
также для целей, движущихся с большими 
угловыми скоростями.
В дальнейшем для математического моде­
лирования и статистического анализа будем 
использовать соотношения (18) и (23).
Учет пространственного скручивания 
измерительной и связанной систем 
координат
Вследствие пространственного движения 
ракеты и цели, а также из­за ошибок системы 
стабилизации ракеты по крену возникает рас­
согласование между осями СК ЛВ и СвСК, что 
приводит к снижению запасов устойчивости 
контура наведения и, как следствие, увеличе­
нию случайной компоненты мгновенного про­
маха.
Ошибки системы стабилизации по крену 
вызваны возмущающим действием момента 
“косой обдувки” и не превышают в большин­
стве случаев (3…5)о. Пространственный крен 
ракеты появляется при повороте в двух пло­
скостях – по рысканию и тангажу.
Пространственный крен ракеты в гиро­
скопной СК (ГСК), или системе координат 
свободного гироскопа, устраняется системой 
стабилизации ракеты по крену. Остаточный 
крен ракеты в СК ЛВ при условии равенства 
нулю крена в ГСК, называется углом про­
странственного скручивания [17, 18, 19, 20, 21].
Получим соотношения для расчета углов 
ориентации СвСК в СК ЛВ при условии рабо­
ты системы стабилизации ЗУР по крену. Для 
этого запишем кинематические уравнения для 
расчета углов ориентации ЗУР в ГСК
(24)
и преобразуем (при условии равенства угла 
крена в ГСК нулю 4 4 0g = g = ):
 
1
4 4 1
4
, ,
cos
y
z
ω
ψ = ϑ = ω
ϑ


 
(25)
где  – матрица пере­
хода от вектора УСВ, заданного в проекциях 
на оси соответствующей СК, к производным 
углов последовательного поворота относитель­
но промежуточных осей (углов Эйлера–Кры­
лова);
Спроецируем последовательно УСВ СвСК 
на оси неподвижной ГСК и на оси СК ЛВ:
 (26)
где  – проекции УСВ СвСК на оси СтСК;
0 0,ϑ ψ  – углы ориентации ГСК в ЗСК, опреде­
ляемые начальными углами ориентации раке­
ты (фиксируются в момент старта).
Запишем выражения для относительных 
УСВ ЗУР в СК ЛВ:
  (27)
где ( )0 2 2,θ ϕM  – матрица перехода от ЗСК 
к СК ЛВ.
Отсюда несложно получить кинематиче­
ские уравнений для расчета вектора углов ори­
ентации ЗУР (СвСК) в СтСК  при условии 
идеальной работы системы стабилизации по 
крену:
  (28)
где  – вектор углов ориентации СвСК в СК 
ЛВ при условии 4 4 0g = g = .
Данные углы используются в матрице по­
ворота для пересчета управляющих ускорений 
ЗУР, полученных в соответствие с выбранным 
методом наведения, из СК ЛВ в СвСК, соглас­
но выражению (23):
 
 (29)
где  – матрица перехода от СК ЛВ 
к СвСК с учетом работы системы стабилиза­
ции по крену ЗУР.
Следует напомнить, что МПН может быть 
реализован как с использованием наземных 
(СНР), так и бортовых измерителей (полуак­
тивная или активная ГСН). В первом случае 
для расчета управляющих ускорений исполь­
зуются УСВ и углы тангажа, рыскания и крена 
СкСК. При этом наведение осуществляется за 
счет управления ориентацией вектора скоро­
сти ракеты.
Во втором случае (при отсутствии датчи­
ков углов атаки на борту) для управления ис­
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пользуются УСВ и углы ориентации СвСК 
(планера ЗУР) в предположении малости углов 
атаки и скольжения ( ), 3...5α β = °  в большин­
стве практически важных случаев. При этом 
наведение осуществляется путем управления 
ориентацией корпуса ракеты.
Математическая модель ЗУР
Для исследования использовалась про­
странственная модель двухступенчатой ЗУР 
5В27Д с ракетными двигателями на твердом 
топливе (РДТТ), составленная на основе урав­
нений динамики несимметричного твердого 
тела с учетом внешних и реактивных сил, не 
совпадающих в общем случае с продольной 
осью ЗУР, а также несовпадения полюса СвСК 
с центром инерции ЗУР (при ненулевых цен­
тробежных моментах инерции) [15, 16]. Масса 
ракеты ( )m m t= , уменьшающаяся вследствие 
сгорания твердого топлива, является в нашем 
случае заданной функцией времени. Предпо­
лагается известным закон изменения тяги 1P  
двигателей первой и второй ступеней, завися­
щий от величины суммарного импульса заря­
дов топлива 1sJ  и 2sJ .
Полагается известной также функциональ­
ная время – температурная зависимость на­
чальных суммарных импульсов. Задается так­
же функциональная зависимость от массы ра­
кеты радиус – вектора центра инерции ( )1 mDr  
и тензора инерции ( )3 mJ  (в дальнейшем для 
упрощения записи скалярный аргумент век­
торных и тензорных функций не указывается).
Для учета технологических отклонений 
при изготовлении планера ЗУР и их влияния 
на динамику наведения уравнения движения 
центра масс (ЦМ) и относительно ЦМ удобно 
записывать в проекциях на оси СвСК. Учет от­
клонений ЦМ ЗУР относительно центра СвСК, 
а также поворота главных осей инерции ЗУР, 
вызванных неточностями изготовления, при­
водит к усложнению системы уравнений, опи­
сывающих пространственное движение раке­
ты [15, 16]:
(30)
где 1V  – вектор скорости ЗУР в проекциях на 
оси СвСК; ( )1 1 1 1  Tx y zr r rD = D D Dr  – положение 
смещенного центра масс ЗУР в проекциях на 
оси СвСК; ( )1 1 1 1  Tx y za a aD = D D Da  – радиус­
вектор точки на оси выходного сечения, имею­
щий начало в полюсе (центре) СвСК (номи­
нальной СвСК); ( )0 01  T=e  – единичный век­
тор, направленный по строительной оси кана­
ла двигателя от его выходного сечения к носу 
ракеты; ( )1 1 1 1  Tx y ze e e=e  – проекция вектора 
( )0 01  T=e  на оси СвСК; P  – сила тяги (реак­
тивная сила); ( ) ( )1.2...3.5b b tì = ∈  – расстоя­
ние от переменной во времени точки приложе­
ния тяги до среза выходного сечения стартово­
го (маршевого) двигателей (для упрощения 
полагаем, что точка приложения вектора тяги 
совпадает с центром передней стенки двигате­
ля); 1cF  – вектор силы Кориолиса, возникаю­
щей при вращении ЗУР и работающем двига­
теле; 1P  – вектор газодинамических сил (сил 
реактивной тяги) в проекциях на оси СвСК; 
( )1 1a a M=R R  – вектор аэродинамических сил 
в проекциях на оси СвСК, зависящий от числа 
Маха M; ( )1 1a a M=M M  – результирующий 
вектор аэродинамических моментов сил в про­
екциях на оси СвСК, зависящий от числа Маха  
M; 1J  – тензор инерции ЗУР как твердого тела 
в проекциях на оси номинальной СвСК; 1J  – 
матрица, составленная из производных по вре­
мени соответствующих компонент тензора 1J ; 
U  – вектор текущей скорости истечения газов 
на выходе сопла ракетного двигателя в СК, свя­
занной с продольной осью РДТТ (разброс по­
перечных компонент скорости истечения зада­
ется в пределах допусков, зависящих от нерав­
номерности горения заряда твердого топлива).
1
1 1 1 1 11 1
0
,
J
j j
a s c d ha a
j
−
=
 = × = + + + ∑M R L M M M M
  (31)
где 1
j
aR  – j–ая векторная компонента результи­
рующей аэродинамической силы 1aR , обу­
словленная влиянием корпуса, крыльев, рулей 
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или элеронов ЗУР (определяется силой лобового 
сопротивления и аэродинамической подъемной 
силой); 1
j
aL  – радиус – вектор точки приложения 
j­ой компоненты суммарной аэродинамической 
силы 1
j
aR  относительно центра инерции (масс) 
ЗУР; 1 1 1 1, , ,s c d hM M M M  – соответственно век­
тор стабилизирующих, управляющих демпфи­
рующих и шарнирных моментов аэродинами­
ческих сил (реактивные моменты ).
Компоненты вектора Dr1 задаются сово­
купностью нормально распределенных чисел 
с параметрами 0, 0.002 ì.r rMD D= σ =  Тензор 
инерции 1J  определяется соотношением
( )
( )
2
1 31 3 31 1 1 1
3
2 2
31 1 1 1 1
1
,
, , , ,
T T
y z x j
j
m
=
= + D + D D
= Dϕ Dϕ Dϕ D = D∑
J M J M E r r r
M M r r
 (32)
где 3J  – тензор инерции в проекциях на оси 
СвСК, совпадающих с главными осями инер­
ции (составляющие тензора задаются в качестве 
исходных данных, определяемых в процессе 
контрольных испытаний для точки действитель­
ного положения центра масс ракеты); матрица 
перехода от номинальной СвСК к СвСК, свя­
занной с главными центральными осями инер­
ции; 1 1
TD ⋅Dr r  – диадный квадрат вектора Dr1; 
2
1Dr  – скалярный квадрат вектора Dr1; E – еди­
ничная матрица;  – век­
тор углов поворота главных осей инерции от­
носительно осей номинальной СвСК; 31M  – 
матрица перехода от номинальной СвСК, орты 
которой ориентированы по осям симметрии 
ЗУР, к СК, связанной с главными центральны­
ми осями инерции.
Компоненты вектора Dϕ1 определяются тех­
нологическими допусками при изготовлении 
ЗУР и задаются в нашем случае совокупно­
стью нормально распределенных случайных 
величин с математическим ожиданием (МО) 
mDϕ = (–0.01...+0.01) рад и среднеквадратическим 
отклонением (СКО) угла σDϕ = (0.003...0.006) рад.
В нормальной векторной форме уравнения 
движения ракеты в общем случае примут сле­
дующий вид:
где J1
–1 – тензор моментов инерции твердого 
тела, обратный тензору J1.
В правых частях уравнений для векторов 
1V  и  содержатся производные векторов 
 и 1V  соответственно. Одним из наиболее 
простых путей разрешения данной проблемы 
является определение правых частей уравне­
ний для векторов 1V  и  путем последова­
тельных приближений. Сначала определяется 
правая часть для вектора 1V  без учета слагае­
мых, содержащих :
В качестве начального приближения для век­
торно­матричного уравнения  
можно использовать значение , полученное 
на предыдущем шаге вычислений. Затем опре­
деляется правая часть для вектора  с учетом 
компонент вектора 1V , полученных на преды­
дущем шаге:
(33)
После этого определяется вектор 1V  с уче­
том слагаемых, содержащих производные , 
полученных на предыдущем шаге:
    
 (34)
Процесс повторяется до тех пор, пока не 
будет получено достаточная для интегрирова­
ния точность приближения.
 
  (35)
где max max max max, , ,V VDω Dω D D  – максимально 
допустимые погрешности расчета компонент 
векторов 1 1,ù ù  и 1 1,V V  соответственно.
Экспериментальные данные по весовым, 
центровочным, тяговым, моментным и аэроди­
намическим характеристикам взяты из эскиз­
ного проекта на ЗУР В­601П и отчетов по вой­
сковым стрельбовым испытаниям [18, 19, 20, 
21].
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Результаты математического 
моделирования процесса наведения ЗУР  
на цель
Для оценки эффективности предлагаемой 
модификации МПН было выполнено матема­
тическое моделирование процесса наведения 
ЗУР на аэробаллистическую цель (например, 
тактический истребитель, летящий на высокой 
скорости (более 2.5 М) или совершающий ма­
невр, противорадиолокационная ракета или 
управляемая / планирующая авиационная бом­
ба) для граничных (экстремальных) по даль­
ности, высоте, параметру и скорости цели то­
чек зоны поражения. На рисунках (5…28) при­
ведены зависимость сферических координат 
цели 2 2,ε β , ЗУР 1 1,ε β , относительных коорди­
нат ЗУР 1 2,Φ Φ , а также ускорений ЗУР 
, ,x y zW W W  в СкСК от полетного времени.
В процессе моделирования проведен срав­
нительный анализ точности наведения с ис­
пользованием существующих МН (метод по­
ловинного / полного спрямления траектории – 
ПС, МПСТ) и вновь разработанной модифика­
ции метода пропорциональной навигации 
(ПН, ММПН) для различных типов траекто­
рии полета цели и условий встречи.
Для расчетов использовались типовые струк­
туры измерителей координат цели и ракеты, 
работающие совместно с системой управления 
силовыми электрическими следящими приво­
дами антенны сопровождения [18, 19, 20, 21]. 
СКО флуктуационной ошибки измерения УК 
цели задавалось равным 4 óãë.ìèíϕσ = .
Начальные условия сведены в табл. 1, ста­
тистические оценки ошибок наведения и мгно­
венных промахов с использованием различ­
ных методов представлены в табл. 2, 3 и харак­
теризуются следующими параметрами:
−	координаты точки встречи ракеты с це­
лью ( )  Tm m m mx y z=r  и скорость цели öV ;
−	используемый метод наведения ЗУР, а так­
же тип и интенсивность маневра цели öW ;
−	СКО ошибки измерения УК цели ϕσ , 
определяющее величину флуктуационной пе­
регрузки ЗУР;
−	МО и СКО величины мгновенного про­
маха2 ,mg gσ  ( )0 , 0  Ty zg = = g gã h  и ошибки 
2 Текущей мерой точности наведения, т.е. величиной, про-
гнозирующей наименьшее значение модуля относительной 
дальности, принято считать дальность, на которой ракета про-
летит мимо цели, если с данного момента времени ракета и цель 
наведения (линейного расстояния между раке­
той и целью) ,mζ ζσ  в картинной плоскости 
( )0 , 0  Ty zh h h= =h h ;
−	МО и СКО нормальных ускорений ЗУР 
в СкСК в момент встречи.
Т а б л и ц а  1.  Условия наведения и встречи3
№
Координаты точки встречи 
x,y, z, м
Скорость цели, 
м/с
Тип маневра
1 –2000, 100, 15000 500 нет
2 2000 14000 14000 750 нет
3 25000, 20000, 15000 300 нет
4 20000, 10000, 5000 300 МКП, 8g3
Т а б л и ц а  2.  Сравнительный анализ ошибок 
наведения ЗУР на цель в точке встречи
№
mw, σw для W0, 
ММПН / МПСТ, м/с2
mζ, σζ для h0, 
ММПН / МПСТ, м
1 [­65, 06] / [50, 04] [19, 3] / [24, 5]
2 [55, 05] / [75, 06] [27, 4] / [37, 3]
3 [09, 07] / [19, 11] [16, 3] / [39, 5]
4 [45, 08] / [23, 03] [31, 3] / [18, 4]
Т а б л и ц а  3.  Сравнительный анализ мгновенного 
промаха ЗУР в точке встречи
№
 mw, σw для W0, 
ММПН / МПСТ, м/с2
mg, σg для g0,  
ММПН / МПСТ, м
1 [­65, 06] / [50, 04] [15, 2] / [21, 4]
2 [55, 05] / [75, 06] [24, 3] / [32, 3]
3 [09, 07] / [19, 11] [14, 3] / [35, 4]
4 [45, 08] / [23, 03] [29, 3] / [16, 3]
Величина мгновенного промаха рассчиты­
валась по формуле, учитывающей влияние не­
нулевого нормального ускорения ЗУР в точке 
встречи:
    
 (36)
где yt  – время до встречи с целью (упрежден­
ное время встречи); Da  – вектор относитель­
ного ускорения ракета – цель.
в относительном движении будут перемещаться прямолинейно, 
т.е. пор касательной к относительной траектории.
Эту дальность называют пролетом, или промахом. Воз-
можны и другие меры текущей точности, например, расстоя-
ние, на котором ракета пролетит мимо цели, если с данного мо-
мента ускорение будет постоянным. В момент времени, когда 
вектор пролета совпадает с вектором дальности, расстояние 
между ракетой и целью минимально.
3 Маневр с последовательно выполняемым кабрированием 
(набором высоты) в течение (8…10) с и пикированием в тече-
ние (8…10) с с нормальной перегрузкой цели в СкСК 80 м/с2.
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Рис. 5. Сферические координаты ракеты и цели при на­
ведении методом ММПН (траектория 1)
Рис. 7. Ускорения раке ты в СкСК при наведении мето­
дом ММПН (траектория 1)
Рис. 9. Относительные координат ракеты при наведе­
нии методом МПСТ (траектория 1)
Рис. 6. Относительные координат ракеты при наведе­
нии методом ММПН (траектория 1)
Рис. 8. Сферические координаты ракеты и цели при на­
ведении методом МПСТ (траектория 1)
Рис. 10. Ускорения ракеты в СкСК при наведении мето­
дом МПСТ (траектория 1)
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Рис. 12. Относительные координат ракеты при наведе­
нии методом ММПН (траектория 2)
Рис. 14. Сферические координаты ракеты и цели при 
наведении методом МПСТ (траектория 2)
Рис. 16. Ускорения ракеты в СкСК при наведении мето­
дом МПСТ (траектория 2)
Рис. 11. Сферические координаты ракеты и цели при 
наведении методом ММПН (траектория 2)
Рис. 13. Ускорения ракеты в СкСК при наведении мето­
дом ММПН (траектория 2) 
Рис. 15. Относительные координат ракеты при наведе­
нии методом МПСТ (траектория 2)
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Рис. 17. Сферические координаты ракеты и цели при на­
ведении методом ММПН (траектория 3)
Рис. 19. Ускорения ракеты в СкСК при наведении мето­
дом ММПН (траектория 3)
Рис. 21. Относительные координат ракеты при наведе­
нии методом МПСТ (траектория 3)
Рисунок 18. Относительные координат ракеты при на­
ведении методом ММПН (траектория 3)
Рисунок 20. Сферические координаты ракеты и цели 
при наведении методом МПСТ (траектория 3)
 
Рис. 22. Ускорения ракеты в СкСК при наведении мето­
дом МПСТ (траектория 3)
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Рис. 23. Сферические координаты ракеты и цели при 
наведении методом ММПН (траектория 4)
Рис. 25. Ускорения ракеты в СкСК при наведении мето­
дом ММПН (траектория 4)
Рис. 27. Относительные координат ракеты при наведе­
нии методом МПСТ (траектория 4)
Рис. 24. Относительные координат ракеты при наведе­
нии методом ММПН (траектория 4)
Рис. 26. Сферические координаты ракеты и цели при 
наведении методом МПСТ (траектория 4)
 
Рис. 28. Ускорения ракеты в СкСК при наведении мето­
дом МПСТ (траектория 4)
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Альтернативная форма записи выражения 
для текущего промаха (пролета) имеет вид [4, 5]:
 
 (37)
Линейная ошибка наведения ( )0  Ty zh hζ =h  
оценивалась в момент равенства дальностей 
цели и ракеты согласно следующим выраже­
ниям:
 
(38)
где rD  – разность радиальных дальностей цели 
и ракеты; ϕh  – двухкомпонентный вектор ли­
нейной ошибки наведения в СК, повернутой 
на 45° относительно продольной оси.
Нормальные ускорения ЗУР в момент встре­
чи рассчитывались следующим образом:
 
(39)
где ( )0 0  TxV=V  – вектор скорости ЗУР в про­
екциях на оси СкСК; ( ),θ ϕM  – матрица связи 
ЗСК и СкСК, зависящая от скоростных углов 
тангажа и рыскания ,θ ϕ  ЗУР.
Сравнительный анализ результатов моде­
лирования, приведенных в табл. 1, позволяет 
сделать следующие выводы:
−	точность наведения ракеты на низколетя­
щую цель для МПСТ и ММПН отличается не­
значительно (это связано с отсутствием учета 
влияния зеркальных отражения от земли); при 
росте интенсивности флуктуаций по каналу 
цели предпочтительно использовать ММПН, 
как менее чувствительный к ошибкам измерения 
на начальном и среднем участках траектории;
−	для обстрела скоростной цели, летящей 
на больших высотах и предельном параметре, 
целесообразно использовать ММПН, который 
обеспечивает меньшее значение ошибки наве­
дения при докритических углах упреждения 
(из рис. 15 следует, что перехват цели на тра­
ектории 2 методом МПСТ в реальной ситуа­
ции невозможен, так как ЗУР выходит за пре­
делы сектора сопровождения);
−	для обстрела цели, находящейся на пре­
дельных дальностях и высоте, целесообразно 
использовать ММПН ввиду меньшего уровня 
флуктуационных перегрузок ракеты, обуслов­
ленных ошибками измерения УК цели;
−	при наведении ракеты на маневрирую­
щую цель и при отсутствии канала оценивания 
нормальных ускорений цели предпочтение сле­
дует отдавать МПСТ, как менее чувствитель­
ному к величине ускорения маневра и его про­
должительности.
Заключение
1. В работе предложен модифицированный 
МПН, учитывающий ограничения на сектор 
сопровождения ЗУР, несовпадение измеритель­
ной и СвСК, а также влияние неконтролируе­
мых возмущающих воздействия, разработан­
ный с использованием эвристического подхода 
и инженерных принципов проектирования.
2. Сравнительный анализ существующих и 
вновь разработанных методов показывает пер­
спективность использования ММПН для пере­
хвата скоростных целей, а также целей, летя­
щих на предельной дальности и высотах.
3. Снижение величины ошибок наведения 
при использовании ММПН обусловлено мень­
шим порядком астатизма контура наведения 
(структурой кинематического звена) и, как след­
ствие, более медленным ростом интенсивно­
стью флуктуаций управляющего воздействия 
(УСВ вектора скорости ракеты) при увеличе­
нии ошибок измерений.
4. Направлением дальнейших исследований 
является учет пространственных кинематиче­
ских связей относительного движения, введе­
ние управления ракеты по крену для повыше­
ния вероятности перехвата (поражения) цели, 
использование нелинейной фильтрации для 
оценивания координат и параметров движе­
ния, а также реализация эталонной модели ра­
кеты, корректируемой по данным простран­
ственно – распределенных измерителей коор­
динат ракеты, для устойчивого сопровождения 
при больших углах упреждения и на заключи­
тельном участке наведения.
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MODIFIED METHOD OF PROPORTIONAL NAVIGATION  
TO INTERCEPT AEROBALLISTIC TARGETS  
WITH A LIMITED SECTOR GUIDANCE OF MISSILE
The improved version of the algorithm realizing a method of proportional navigation for guidance of anti-aircraft guided 
missiles in the limited sector of the angular tracking connected with the line of sight of the aero ballistic target and the antici-
pations providing sustainable missile guidance with the maximum the angles of pre-emption, which aren’t exceeding maximum 
permissible is considered. The analytical expressions describing the algorithm of calculation of guidance command and sig-
nals of correction, adaptive to parameters of the movement and realizing steady tracking and control of a guided anti-aircraft 
missile in the wide the ranges of the radial distance, heights and speeds of the movement of aerodynamic target are given. 
Results of mathematical simulation of a problem of spatial interception of the aero-ballistic targets and also the comparative 
analysis	and	preliminary	estimate	of	accuracy	of	guidance	of	the	existing	classical	and	modified	versions	of	a	method	of	pro-
portional navigation are presented.
Keywords: modified	 method	 of	 proportional	 navigation,	 guidance	 station	 missiles,	 anti-aircraft	 guided	 missile,	 the	
angular sector tracking, aeroballistics maneuvering target, a spatial model of the missile, the pointing errors.
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